SEMINARIO DI ANALISI MATEMATICA 
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA DELL'UNIVERSITA' DI BOLOGNA 


A. FAVINI 


EQUAZIONI PARABOLICHE ASTRATTE E APPLICAZIONI 


(Seconda Parte) 


11 FEBBRAIO 1988 


VII-3. 


INTRODUZIONE 


In questo seminario vorrei descrivere alcuni esempi di applicazione 
dei risultati astratti di cui ho parlato nel mio precedente Seminario. 


Vediamo di ricordare i principali teoremi astratti ottenuti. 


Siano L(t),tl(t), Ostst, famiglie di operatori lineari chiusi da Y 


in X, X,Y due spazi di Banach complessi, tali che 


i) Esiste L(t) le 2(Y,X) vt; 


ii) D(L(t)) GD(M(t)) vt; 


1 


iii) t>M(t)L(t) = T(t)e C[O,t; £(2)] 


iv) t»+L(t)le CIO,t; L(X,Y)] 
v) L(21(t)+1) 1: 20) s Costante Wz,Rez > 0, Ostst, 


vi) t(Me cl ro,t3 £(X)] è 
lag (27041); 200] s c(1+12])®?, 060s1, 
vii) JT'(t)-T'(s); £(X)] s clt-s|F, oces1. 
Diciamo che è soddisfatta l'ipotesi (H) se 
(H) C'è uno spazio di Banach US Y con continuità tale che 
IL) 1105); 204,Y)ls klt-s|“,wt,se [0,1], OKasl. 
Le prossime assunzioni riguardano la non linearità f: 


(K)  (t.,y)>f(t,y) è di classe cl) da [O,t]xV in X, dove V è un intorno di 
UE Y}0 D(L(0)) in ‘, e 


VIT=4.O 
ita) Esa); LYN s k(|t-s|8+]x,-x,5Y,1) 
gu gg per + pt» 

t,s€ [0,1], 4? xo Va 


É(0, u o)? Lp X)| s n, n piccolo; 


f(0,u )-(1+T'(0))L(0)u, € R(T(0)). 


Vale allora il 


Teorema 1. Sotto le ipotesi (i)-(vii), (H),(K),(L), sia 


O<KvKpe , vsa,Bsl. 


Se t e n sono sufficientemente piccoli, c'è una unica soluzione stretta del pro- 


blema 


Li (M(t)u(t))+L(t)u(t) = f(t,u(t)), Ostst, 
(P) luce 


ta =0 “o” 
tale che L(-)u(-), 4 (M(-)u(-)) € C*0,t;X1. 
1] TEOREMA 1 permette di trattare, attraverso un procedimento di li 


nearizzazione, problemi più generali di (P). 


Sia M(t),0<tst, una famiglia di operatori lineari chiusi da i in X 


e siag = g(t,u) una applicazione da [o,t]xVaX, V intorno di GS W LEALI spazi 


di Banach. 5 
N (1) 29 È ; 
Sia geC' ‘’, con FAZIO) = -L(1) E LAY 33). 
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Il problema 


2 (M(t)u(t)) - gle utt)). Ostst, 


«M(t)u(t) |t=07 o 


viene scritto nella forma 


E (ME)U(E)) = -2(t)u(t) + (oltsu(t)) +2(t)u(t)}, Ostsr, 


{M(E)U(È) [1303 80° 


Sia Y(t), Ostst, un sottospazio di Y, tale che la restrizione L(t) di L(t) a 
Y(t) soddisfi tutte le assunzioni (i)-(vii). 
Allora il TEOREMA 1 permette di risolvere 


SE (MEYU(t)) = -L(E)U(E) + olt,u(t))+2(t)u(t)}, ostst, 


LITE, ws 


purchè 
wo 7 M(o)u > con u,€ Y(o), 
L(t) soddisfi (H), 
39 _ 39 i s ne let n» 
(M) 1;(t4,) au lS>U9) 5 L(Y5X)IsK(|t s|'+lu, un;Yl);ost,sst, uc N, 


g(0,u,)-T'(0)u € R(T(0)). 


Si noti che per F(t,u) = g(t,u) - sat,u Ju si ha SE (o,u_)=0. 
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Dunque, 


Teorema 2. Sotto le ipotesi (i)-(vii) e (M), se 0<v<pe ; vsa,Bsì, 
c'è una soluzione (locale nel tempo) stretta u di (P)» tale che u(t)ED(L(t)) 


Vtelo,t] e t+ È (M(t)u(t)) € C*o,t;X1. 


Se g è definita da [o,t]xY, a X,èé cl!) e Sa (t,u) ha le proprietà 


99 _ 39 ” ; e|Spiena 
lt) pu (Sep) (1h ]t s|'+u, uiY,D) 
yt,sE[o,t], u.EV, intorno di u_ in 3 
J lo) 1 


Posto - 290,0 )=L, risulta 
du (o) 
Iu(a41) 7; Ls costante, Rezz0 (M=M(t)), 


allora con tecnica analoga si ottiene il 


. _ si 
Teorema 3. Valga (N) e sia Wo Mu rUo€ UÈ con g(o,u,) € R(ML ) 
= MY). 
Allora c'è una soluzione stretta locale u di (P,) tale che 
t+ di (Mu(t)) € C* [o,t;X] per ogni 0<vsB, v<1. 


APPLICAZIONE 1. Siano a_(tiusv),u,v Ei9(2),m21, 2 aperto limitato 


di R" con 29 regolare, oppure a=R", a] (XY): x,yEW, W spazio di Hilbert con 


V= Ha) euoti(a) forme sesquilineari su V e W, rispettivamente, tali che 


VII=7% 


la (tsu,v)|sc,luivI fvsvi, 

Re a (tsu,u) = C,Jusvi?, c.>0 
h) >» ° » 2 . t } 2 9 

la] (x,y) [SC] dy5W] , 

aj (u,u)zo YuevV, 


d 
ds 3U, = a'(t;u, . 
di alt U,v) alt U,V) Wu,veV e 


lap(t5u,v)|sCylusvi Iviv], 


las (tsu,w)-ay(s5u,v)|sc_{t-s] “usvi vivi, 0<a<i. 


Siano L(t) e M gli operatori lineari limitati da V in V* e da W in W* associati ad 
ap(tiusv) e ad aj(x.y), rispettivamente. Si vede facilmente che (i)-(vii) e (H) 
sono soddisfatte, con X=Y*, Y=eti=V, p=1, e=a. Infatti, 

IL(t)-L(s);L(V;v*)] s kJt-s|, Ost,sst, 
implica che (H) è vera con o = 1,17]. 

Sia a una funzione a valori reali tale che 


a(u(x),Du(x),-Dfu(x)), a di classe cl2), 


k intero non negativo, abbia senso per ogni ue V = Ho(o): ksm . 


Vogliamo applicare il TEOREMA 1, con 
k 
f(u)(x) = afu(x),...,D'u(x)). 


Se u,veV, 
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1 
(F(utv)-F(u))(x) -f Za (u(x)+nv(x%) ses DfU(x) nd" v (2) = 
0 


i 3 . n È 
- {& Cul Î (x)tnvl i ())v(x) +22 (ul! den Iv (2) “4 
(e) 1 


4 22 (ul. (x)tnvlÎ(x))0%v(%) pen 
Sia |usv].|v:Vjsr. Allora 


cflertu) eta 09-12 (td 2® (21 GOA, + Ru (I08(2)1%80) 
2 O) 1 k 


A 


SITSITA NANTESTERRRES ATTESI DI CICO] MCO NAREAPERE. 
2 


(O (Ivg +108v0) E |dSv(x) Pan) /9) 
Q 


+ 


A 


M' Cr) (sup |v(x)[+...+ sup [0 vCo)ivsvi 
2 2 


n 
2 
es. Pazy, pp. 208 e 222] e dedurre che vale una stima del tipo 


Ora, se k + 7 < m, possiamo applicare il Teorema di immersione di Sobolev [per 


M'(n)vivi? ; 


e così f è differenziabile come applicazione da V in H, quindi, anche da V în V*. 
Analogamente, sempre il teorema di Sobolev assicura che f'(u) è lo- 
calmente lipschitz-continua. 


In definitiva, il TEOREMA 1 si applica a problemi del tipo 
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at (M(x,D)U(t,x))AL (t,x,D)u (t,x)=a(u(x),...,0%u(2)), 
Ostst, xe 9, 
u(t,-)e HS(0) , 


M(x,D)u(0,x) = M(x,D)u (x): 


con U sufficientemente regolare, 


SUp |_d° k - 
: lie; au (x),...,D ul) j=0,1,...,k, 


; n 
piccolo, k + 7 < m e 


a(u(-)3+--,0%0(-))-(I#T'(0))L(0,-,D)u (+) eM(V) . 


Per esempio,se n=1,k può arrivare a m-1 e, se L(t) = L, l'ultima condizione di- 


venta 
a(u, (x), stu (x))-L(x,D)u (x) = M(x,D)w(x), 
per un certo wE Ho(0). 


APPLICAZIONE 2. Sia C[0,1;K] = C Jo spazio di tutte le funzioni con- 


‘ine 


tinue da [0,1] in K(=R o C), con 
If] = max|f(x)| 
x 
Sia DI Poe {pEC: $(0) = $(1) = 0} e si ponga 


(A) = D(A) MESE 1 d'EC, è “kot h 
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Ag= -9", dED(A). 


E' ben noto [3, p. 312] che -A è il generatore infinitesimale di un 
semigruppo analitico in C___. 
0,0 
Osserviamo che si possono trovare altre condizioni ai limiti per i 
quali vale ancora la stessa conclusione [cfr. sempre 3]. 


Notiamo [2, p. 192] che yneN 


; L 
lu';CI s 7 Ju ;C|] + 2(n+1)[u;C]. 
Sia v:t0,t]xRÎ+R di classe cl2) e si ponga 


f(t,u)(x)=t(t,u(x),u'(x),u"(x)) , ostst, xe [0,1]. 


Ripetendo discorsi analoghi a quelli della APPLICAZIONE 1 (in questo caso, non c'è 


bisogno di scomodare il Teorema di immersione), si vede che f è regolare e 


EE (t,u)h1(x)= 2 (t,u(x),u'(x),u"(x)h(x)t agg (Paul) 0" Ce)" Ch + 


+20 (t,u(x),u'(x)u"(x))h"(x). 
53 


Per utilizzare il TEOREMA 1 nella trattazione del problema 


2 alu 
= E —)» Ostst, 0<xs1, 
dx dx 


u(o,x) = ul)» xe [0,1], 


2 2 
u(t,0)=u(t,1)= 23 (t,0) = —3(t,1) = 0, 


dx dx 


si dovrà allora assumere che 
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max sup Ia (OL, (x) su (x) u"(x)) | è piccolo e 
j x j 


che 


(4) 


ue € 10,11,u (0) = u (1)=ut(0)= un(1)=0=ul8) (0)=u(4 (1) A 


Y(0,0,p,0) = 0 WpeR, 


Di (0,0,p,0) = 0 WpER e Wa,B€ {0,1,2}, at+B=2, 

e 
oppure a (5) = 0 9 #01, k= 05111098 

Osservazione. Invece dell'operatore A sopra considerato, si potrebbe 
studiare 


Au(x) = -a(x)u"(x)+b(x)u'(x)+c(x)u(x) 


ed applicare i ben noti teoremi di perturbazione [per esempio, Kato 2] ad AYA: 
Per esempio, si vede che (AH) genera un semigruppo analitico in 


Co.058 a = sup|ja(x)|è piccolo e b(0)=b(1)=0. 
È x 


La situazione diventa più complicata se uno tenta di trattare proble- 
mi parabolici analoghi a quelli della APPLICAZIONE 2 relativamente a domini 2 
in R", n>1: vedi APPLICAZIONE 3. 


Osserviamo esplicitamente che il TEOREMA 3 consente lo studio di pro 


blemi del tipo 


di = g(t,u(x),u'(x),u"(x)), Ost<t, osxsl, 


u(o,x) = ul)» osxs1, 
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più condizioni ai limiti. Posto 
g(t,x)(x) = g(t,u(x),u'(x),u"(x) , telo,t], ueD(A), 


(1) 


è facile vedere che se geC' ‘, allora 


EACt,0)vI (x) = PI (tyu(0) ' Ca)" (x) ) (x) + FT (t,(x) su (x) "(x)" + 
Ei dE, 


+ 29. (t,u(x) su' (x) ,"(2))v"(x); 
fa 


quindi, si applica l'osservazione precedente se, per esempio, 


| (o,u_(x),u'(x),u"(x))-1|] è sufficientemente piccola Wx€[0,1] e 
983 lo) O) o 


3E (00 00,03) 50) - E (yu, (x) sui (x) suf(x))=0 Vx € (0,1). 


APPLICAZIONE 3. Sia 9 un dominio limitato di R" a frontiera 99 re- 


golare. Consideriamo l'operatore differenziale del secondo ordine 


n 2 n 
(Au) (x) = DO a) E 0) + DO 2,00) SED + atua), 
GT 19%; il i 


uniformemente ellittico su 9. 
Se si pone X = C(), munito della norma del sup, e 


D(A) = {ue W°>P(a):Aue c(à), u=0 su 39}, con pn, dai risultati di B. Stewart 
[6] segue che -A genera un semigruppo analitico non fortemente continuo in t=0 


perchè D(A) = c,(9) # X [vedi anche: E. Sinestrari-W. von Wah] 5). 


Sia f di classe C 2) da R in sé. Vogliamo trattare il problema 
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Seta) = -Au(t,x) + f(Ault,x)), Ostst, xa, 
(P), ult,-)ED(A) YWte[o,t], 


u(o,x) = u(*)» XE. 


Poichè non è restrittivo supporre che A abbia inversa limitato, (P), assume la 


forma astratta 


dl) (t) = -v(t) + f(v(t)), Ostsa, 
(ORI OTT 


(o) 


Posto F(v)(x)=f(v(x)), vec(a), si hawhec(a), {F(v+h)-F(v)}(x)-f"(v(x))h(x)= 


-f 


[f'(v(x)+tnh(x))-f'W(x))Ih(x)dn ; così, se vo rtu. (E C(A))vev 50(0)Isr, 
A : 


[h;C(2)|sr, allora c'è una costante k = K(r) tale che 
: 2 =\{2 
IEF(véh)-F(x)} ()=#* (v (x) )h(x) sk f |h(x) [Tdnsk|hsC(2){£. 
(o) 
Così F è differenziabile e 
{F'(v)(h)}(x) = f'(v(x))h(x), xe. 
Inoltre, poichè 
F'(v)(h)(x) - F'(v_)(h)(x) = Lf" (v(x))-f'(v,(x))1h(x), 


esiste h, = h,(r)?0 tale che VAZAZO c(a), lv;:0(9)]sr, 


si ha 


VII-14. 
IF'(v})-F'(v,); L(c(2)Is hlv;- v50(0)1 
Si applica il TEOREMA 1, con X = YpY=C(a): si dovrà assumere che 


sup RALCZNCSDI è sufficientemente piccolo 
2 


e che x>f(v_(*)) - vo l*) € D(A). 


In particolare, se v, 7 0 su 39, allora dovrà essere f(0) = 


Osservazione. Si può studiare anche il problema più generale con- 


nesso con l'equazione 


toa = -Au(t,x) + f(Bu(t,x)), 


dove B = B(x,D) è un operatore differenziale di ordine s 2. Ci si dovrà cautela- 
re, a questo fine, che l'operatore astratto definito da sa! risulti limitato da 


C(3) in sé, cioè WueD(A) si ha uED(B) e 
[Bu : c(A)] s Cost. Ausc(a)]. 


APPLICAZIONE 4. Sia 92 un dominio limitato di R" con 99 regolare. Sia 


n 
-A(t,x,D)= YO a ij lt» x) a 
Giri 


n 
cd b; (t, "5 e + cl(t,x)I, 


TA io 


(t,x) € [0,t]x2, 


n 
B(t,x,D) = 24 (tx) Fi + alta0)I , (tx) € [o,t]x02. 
Xi 


Assumiamo che i coefficienti soddisfino tutte le ipotesi (A1,2), (B1,2), (AB2,3) 


in Acquistapace-Terreni [1]. Naturalmente, 
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D(A(t)) = fuec(a)WÈ*Na); ACt,-Dluec(A), 


B(t,-.,D)u = 0- su 92}, qòrn, 


A(t)u = A(t,-,D)u. 


Sia de cl2) (7); consideriamo il problema 


20(t,x) = $(-A(t,x,D)u(t,x)), ostst, xEa, 
B(t,x,D)u(t,x)=0, Ostst, xe29, 


u(o,x) = ul)» xE 2. 
Se F è definita da 
F(v)(x) = s(v(x)), xc9, vec(a), 
allora (P)3 assume la forma astratta 


u'(t) = F(-A(t)u(t)), Ostst, 


o anche, posto A(t)u(t) = v(t), 


2 (act) *v(t)) = F(-v(t)), Ostsi, 


LGNATOTA = Us: 


Come si è visto nell'applicazione precedente, F è differenziabile e 


[F'(v)hI(x) = 6'(v(x))h(x), v,hec(a). 
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Inoltre, se $'(t)>0 per ogni t, allora F'(-v Alt) ha le stesse proprietà di 
A(t); qui 6 A(o)u_- 

(Osserviamo che molto recentemente, W. won Wah] ha studiato in [8] 
Ja risolubilità globale di un problema analogo (molto più semplice) con condi- 
zioni ai limiti di tipo Dirichlet, a cui senz'altro si applica quanto sopra 
detto) 

Così il problema è risolto se 

Fievi - sv;E D(A(0)), 

_iuert 
con S = ai (ACI) ) lt=o° 
Se D(A(t)) fosse indipendente da t, 
li -1 

s = -A(0)  A'(0)A(0) 

e così l'ultima condizione si ridurrebbe alla 


F(-A(o)u_) ED(A(0)). 


APPLICAZIONE 5. Facendo uso delle notazioni introdotte nella 


APPLICAZIONE 1 del Seminario precedente, si consideri il problema 


AO. = -A(t,x,D)u(t,x)+F(t,u(t,x)), Ostst, xE9, 
B;(t,x,D)u=0 , Ost<et, x E99, 
u(o0,x) = u,(*), xE9, 


nell'ambito della teoria . 
Qui 
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F(t,u)(x) = F(t,u(x), 09" u(x)) + 


+ È g (t,u(x),... 0°" (x))0%u 
|o|=2m fe 


Sotto opportune condizioni di regolarità su f e 9° si ha 


dF _ af 2m-1 Qf 2m-1 
ina (t,u)h](x)= de, (t,u(x),..,D u(x))h(x)+ 26, (t,u(x),...,D" u(x))Dh(x)+ 


si =“ (ty u(x) 0 (x) 02" h(x)+ 
2m-1 
sg d 2m-1 i 
+ È ( È 292 (t,u(x),...,D u(x))DÎh(x) 0" u(x) 


|o|= 2m j=o sE; 


Ùi L 9, (t30(x) 0°" Lu (x))0%h(x). 
|a|=2m 


Ciò in forza della teoria di Sobolev: infatti, si può stimare 
Sioiht0 122 ]o%u00 Pax, 5 = 1,...,2m, 
Q 

per mezzo di 
hsWÉM=P(2)1 Pu w2M> PP, 

La condizione 

Ela 2m,p p È 

I (9,u )5£(H (2); L*(2))]| piccola 


viene letta 


VII-18.. 


af e 
sup 7 (Ou (x), 0° Li (x))[piccola, j=0,...2m-1, 
E o o 
è “J 
9g 
2m-1 , 
max sup|g_(0su (x) +-+) di ul)» suplz7 (0,u, (x), 3D 
la|=2m x x 05; 
j=0,1,2m-1 
piccolo. 
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